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Documents et calculatrices non autorisés. Les trois exercices sont indépen-
dants. Justifier toutes vos réponses. Baréme provisoire au verso.

Exercice 1. Soient F un espace vectoriel réel de dimension finie n et B =
(e1,€2,...,€,) une base de E. Soit d’autre part A la matrice carrée de taille
n dont tous les coeflicients sont égaux a 1:

11 1

11 1
A=

1 1 -+ 1

On désigne par f ’endomorphisme de F dont la matrice dans la base B
est A.

a. Soit u le vecteur u = €1 +e3+ - - -+ €,. Montrer que im(f) = Vect(u).

b. Quel est le rang de f? Quelle est la dimension de ker(f)?

c. Pour tout entier k tel que 1 < k < n — 1 soit €}, = e — e,. Montrer
que (e}, €h, ..., el _,) est une base de ker(f).

d. Montrer qu’il existe une base B’ de F telle que la matrice de f dans
la base B’ soit A’, avec:

00 0 0

00 0 0
A = Lo

00 ... 00

0 0 ... 0 n

e. Exprimer (A’)" en fonction de A’, pour i € N, i > 1. En déduire A* en
fonction de A, pour ¢t € N, ¢ > 1.

Soit r un réel et M la matrice carrée définie par M = A — I ou I désigne
la matrice unité de taille n.

f. Exprimer M? en fonction de M et I.
g. Montrer que si r # 0 et r # n, la matrice M est inversible et donner
une expression de son inverse en fonction de I et de M.

T.S.V.P.



Exercice 2. Soient F et F' deux espaces vectoriels réels de dimensions fi-
nies. Soient vy, vg, vs, v4 des éléments de F, et ey, €3, €3, e4 des éléments de F.
On suppose que B = (e, €3, €3) est une base de E.

a. Justifier ’existence de réels aq, ay et az tels que:
€4 = aye1 + ey + ages.

b. On suppose qu’il existe une application linéaire f: E — F telle que
fler) = v1, f(e2) = va, f(es) = vs et f(eq) = va. Montrer qu’il existe
une relation de dépendance linéaire (R) que l’on explicitera entre les
vecteurs vy, vg, U3 et vy4.

c. Réciproquement, on suppose la relation (R) vérifiée. Montrer qu’il
existe une application linéaire f : E — F telle que f(eq) = vy,

f(e2) = vq, fles) = vs et f(eq) = vy4.

Exercice 3. Rappelons que C°(R) est I'espace vectoriel réel des fonctions
réelles continues. Soit L: C°(R) — C°(R) I’application définie par

(L(f))(2) = (2 + cos(z) + sin(2)) f(x)

pour tout € R et pour tout f € C°(R).

a. Montrer que L est linéaire.
b. Montrer que L est surjective.
c. Montrer que L est injective.

Soient s, ¢, u les fonctions réelles continues définies par

s(z) =1, t(z)=cos(z)+sin(z), wu(z)=sin(2z)
pour tout z réel et soient B,C les familles données par B = (s,t) et
C = (s,t,u). Soient ' = Vect(B) et F' = Vect(C).

d. Montrer que B est une base de F.
e. Montrer que C est une base de F.
f. Montrer que L(£) C F.

On notera L’ I'application linéaire de E dans F' définie par L'(f) = L(f)
quelle que soit f € F.

g. Déterminer la matrice M¢ g(L’) de L’ dans les bases B et C.
h. Déterminer rang(L’) et dim(ker(L")).
i. L’application L’ est-elle surjective? Est-elle injective?

Baréme indicatif:

| Exercice 1: 7 pts | Exercice 2: 4 pts | Exercice 3: 9 pts
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